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У праці досліджена задача про згин кусково-однорідної ізотропної пластини завтов-
шки 2h  з прямолінійною межею поділу матеріалів L  рівномірно розподіленими згинальни-
ми моментами на нескінченності yM
∞  й 
jx
M
∞ , 1, 2j = , коли в кожній із півплощин наявна 
прямолінійна тріщина завдовжки 2 jl , причому вони перпендикулярні до L  і лежать на одній 
прямій (рис. 1). Вважаємо, що до деформування пластини береги тріщин вільні від 
зовнішнього навантаження, а під дією згинальних моментів на нескінченності вони зазнають 
гладкого контакту поблизу верхньої основи пластини по всій довжині тріщини, причому ши-
рина області контакту стала та дорівнює 1h . 
Виберемо глобальну де-
картову систему коорди-
нат Oxyz%  з координатною 
площиною Oxy  у 
серединній площині пла-
стини, спрямувавши вісь 
Ox  уздовж L , а вісь 
Oy  − уздовж тріщин. З 
кожною тріщиною 
зв’яжемо локальну систе-
му координат j j jO x y  з 
початком координат jO  у 
центрі тріщини, напра-
вивши вісь j jO x  уздовж 
тріщини. Відрізок дійсної 
осі j jO x , для якого 
j jx l≤ , позначимо через jL , а через 0 jy  − відстань від центру j -ї тріщини до межі поділу 
матеріалів. Граничним значенням відповідних величин при 0jy → ±  або 0y → ±  будемо 
приписувати символи « ± ». 
Надалі використовуємо такі позначення: 
x
x∂ = ∂ ∂ ; jN  − контактне зусилля між берегами 
j -ї тріщини; yyσ  і xyσ  та u  і v  − відповідно компоненти тензора напружень та проекції век-
тора переміщення точки на осі Ox  і Oy  у плоскій задачі, y x xyP Q H= + ∂  − узагальнена в 
Рис. 1. Схема навантаження пластини та розміщення тріщин 
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сенсі Кірхгофа перерізувальна сила, yM  − згинальний момент; w  – прогин пластини; 
( ){ }21 1 2α = + − γ ; 1 3β = − γ ; 1h hγ = . 
За рахунок контакту берегів тріщини задачу розбиваємо на дві задачі: плоску задачу 
теорії пружності і задачу згину пластини, причому користуємося класичною теорією згину 
пластини. 
Згідно формулювання задачі на берегах тріщини маємо такі крайові умови 
( )2
j j
jy y
N h
±
σ = − , 0
j jx y
±
σ = , 0jP
±
= , 
j
jy
M hN
± = β , 2 0
j j j
x j x y
v h w  ∂ + α ∂ =   
, j jx L∈ , 
де квадратні дужки означають стрибок відповідної величини на берегах тріщини. 
На межі поділу матеріалів виконуються умови ідеального механічного контакту 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
y xy y xyi iσ − σ = σ − σ , 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
u iv u iv+ = + , ( ) ( )x y x yw i w w i w
+ −
∂ + ∂ = ∂ + ∂ , 
( ) ( )y yM iP M iP
+ −
+ = + , x L∈ . 
Потрібно знайти напружено-деформований стан пластини. 
Використовуючи комплексні потенціали плоскої задачі теорії пружності і класичної те-
орії згину пластин та методи теорії функцій комплексної змінної, розв’язок задачі зведений 
до системи лінійних алгебричних рівнянь відносно 
,j kX  – коефіцієнтів розвинення стрибка 
кутів повороту на берегах тріщин у ряд за поліномами Чебишева першого роду 
( )1 , 3 , 11
M
j jn j k jkn j k jkn nk
D X X S X B
−
=
+ + = −δ∑ , 1,n M= . 
Тут 
1, ,
0, ;
ij
i j
i j
=
δ = 
≠
 ( ) ( ){ } ( ) ( )2 1
1
2 1 sin 1 f U
N
jkn jk m n mm
S N m N t t
−
=
= + pi +∑ ; jknB =  
( ) ( ){ } ( ) ( )2 1
1
2 1 sin 1 g U
N
jk m n mm
N m N t t
−
=
= + pi +∑ ; 2N M= ; ( ){ }cos 1mt m N= pi + , 
1,m N= ; ( ) ( ) 21U sin arccos 1n x n x x− = − ; ( )f jk x  і ( )g jk x , 1,k M= , та 1 jD  – відомі дій-
сні функції та сталі. 
Зведені коефіцієнти інтенсивності моментів 1ç jK
∗±  обчислюємо за формулою 
( ) ( ){ } ( )21ç ,12 3 3 1 1
M k
j j j j kk
K X
∗±
=
= ± + ν − ν ±∑ , 
де jν  – коефіцієнт Пуассона матеріалу пластини, в якому знаходиться j -а тріщина; символи 
« ± » відповідають вістрю тріщини j jx l= ± . 
Числова реалізація запропонованого підходу до розв’язку задачі показала стійкість чи-
слової схеми при досить близькому наближенні тріщин до межі поділу матеріалів. Проаналі-
зовано значення контактного зусилля між берегами тріщин, коефіцієнтів інтенсивності мо-
ментів і критичного навантаження, при якому відбувається руйнування пластини, причому 
при деякому значенні параметрів задачі можливе відставання берегів тріщин. 
 
